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Введение

Термин «параллелограмм» греческого происхождения и, согласно Проклу, был введен Евклидом. Понятие параллелограмма и некоторые его свойства были известны еще пифагорейцам. Евклид называл параллелограмм «параллельно-линейной площадью». Слово parallhlogrammou составлено из parallhloz –«параллельный»    и grammh – «линия» это слово дало основу для термина «параллелограмм».  В  дальнейшем Евклид пользовался как существительным. В «Началах» Евклида доказывается следующая теорема: в параллелограмме противоположные стороны равны и противоположные углы равны, а диагональ разделяет его пополам. Евклид не упоминает о том, что точка пересечения диагоналей параллелограмма делит их пополам.

В школьном курсе математики изучаются три признака параллелограмма:

1) Если в четырехугольнике две стороны равны и параллельны, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
2) Если в четырехугольнике противоположные стороны попарно равны, то этот четырехугольник – параллелограмм.

3) Если в четырехугольнике диагонали пересекаются и точкой пересечения делятся пополам, то этот четырехугольник – параллелограмм.

Нас заинтересовал вопрос о том, существуют ли еще какие-нибудь признаки параллелограмма. Ведь знание дополнительных признаков позволит упростить решение ряда задач, в которых необходимо установить, что данный в условии четырехугольник является параллелограммом.


Объект исследования – параллелограмм.


Предмет исследования – признаки параллелограмма.


Цель исследования – выявить всевозможные признаки параллелограмма.


Задачи исследования:

· Составить пары различных свойств параллелограмма для выяснения вопроса о том, будут ли они давать признаки параллелограмма.

· Выяснить, какие пары свойств дают признаки параллелограмма и доказать их.

§1. Составление различных пар свойств параллелограмма.


Рассмотрим параллелограмм ABCD, диагонали которого пересекаются в точке O, и перечислим все его свойства. 
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1) AB || CD

2) BC || AD

3) AB = CD

4) BC = AD

5) 
[image: image2.wmf]Ð

A=
[image: image3.wmf]Ð

C

6) 
[image: image4.wmf]Ð

B=
[image: image5.wmf]Ð

D

7) BO = OD

8) AO = OC
Каждое из этих свойств, взятое по отдельности, не дает признака параллелограмма. Составим всевозможные пары из этих свойств. Их получилось:    
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Исключим подобные пары. В результате останется 14 пар:
1 и 2

3 и 4

4 и 7

7 и 8  

    

1 и 3

3 и 5

5 и 6


1 и 4

3 и 6

5 и 7


1 и 5

3 и 7

5 и 8
1 и 7



Перед нами возникает задача выяснить, какие из этих пар дают признак параллелограмма, и доказать их. Если же пара свойств не дает признака, то необходимо привести контрпример.
 §2. Выявление признаков параллелограмма.
1 и 2
[image: image7.png]



Рассмотрим четырехугольник ABCD, у которого AB || CD и BC || AD. Такой четырехугольник является параллелограммом по определению.
Значит, пара 1 и 2 может рассматриваться как признак параллелограмма.

1 и 3
Данная пара свойств дает признак параллелограмма: если в четырехугольнике две стороны равны и параллельны, то он является параллелограммом. Доказательство этого признака приведено в школьном учебнике, поэтому мы не будем его рассматривать.

1 и 4
Данная пара свойств не дает признака параллелограмма. Контрпримером может служить равнобедренная трапеция.
[image: image8.png]



1 и 5
[image: image9.png]



Рассмотрим четырехугольник ABCD, у которого 
[image: image10.wmf]Ð

A =
[image: image11.wmf]Ð

C и AB || CD. Докажем, что он является параллелограммом.
Поскольку AB||CD, то 
[image: image12.wmf]Ð

ВАС =
[image: image13.wmf]Ð

ACD как накрест лежащие при параллельных прямых. Из равенства этих углов, а также 
[image: image14.wmf]Ð

A и 
[image: image15.wmf]Ð

C следует, что 
[image: image16.wmf]Ð

BCA = 
[image: image17.wmf]Ð

DАС. По признаку параллельности прямых получим, что BC||AD. Т.е. ABCD – параллелограмм. Значит, пара 1 и 5 дает признак параллелограмма.
1 и 7
[image: image18.png]



Рассмотрим четырехугольник ABCD, диагонали которого пересекаются в точке О, и AB||CD, ВО=ОD. Докажем, что он является параллелограммом. 
∆ABО = ∆CОD по двум сторонам и углу между ними:

1. ВО = ОD по условию.

2. 
[image: image19.wmf]Ð

АОB =
[image: image20.wmf]Ð

DОС как вертикальные.
3. 
[image: image21.wmf]Ð

АВО =
[image: image22.wmf]Ð

CDО (как накрест лежащие при параллельных прямых).

Из равенства треугольников следует, что АВ=СD, значит, четырехугольник ABCD является параллелограммом по доказанному выше признаку 1 и 3. Т.е. пара 1 и 7 дает признак параллелограмма.
3 и 4
Данная пара свойств дает признак параллелограмма: если в четырехугольнике противоположные стороны попарно равны, то он является параллелограммом. Доказательство этого признака приведено в школьном учебнике, поэтому мы не будем его рассматривать.

3 и 5
При рассмотрении пар свойств 3 и 5 и 3 и 6 мы столкнулись с вопросом: будут ли равны треугольники по двум сторонам и углу не между ними? Решение этого вопроса мы вынесли в приложение. Здесь же приведем полученные выводы:

1. Если две стороны одного треугольника равны двум сторонам другого треугольника и эти треугольники имеют по равному тупому углу, расположенному не между равными сторонами, то такие треугольники равны.
2. Можно построить два треугольника с данными сторонами а и b и острым углом 
[image: image23.wmf]a

, расположенным не между этими сторонами.

Согласно полученным выводам можно привести контрпример для пары свойств 3 и 5. Для этого достаточно построить два различных треугольника со сторонами а и b и углом 
[image: image24.wmf]a

 не между ними:

[image: image25.png]



Соединив эти треугольники по стороне b, получим такой четырехугольник:

[image: image26]
В этом четырехугольнике противолежащие стороны равны и противолежащие острые углы равны, но он не является параллелограммом. Т.е. пара 3 и 5 не дает признак параллелограмма. 
3 и 6
[image: image27.png]



Пусть в четырехугольнике АВСD стороны АВ и СD равны и противолежащие тупые углы В и D равны. Тогда треугольники АВС и АСD равны по двум сторонам и тупому углу не между ними. Тогда по доказанному выше признаку АВСD – параллелограмм. Значит, пара 3 и 6 дает признак параллелограмма.
3 и 7
Здесь мы опять сталкиваемся с ситуацией, когда у треугольников АВО и DОС равны две стороны и угол не между ними. Такие треугольники могут оказаться неравными. Чтобы привести контрпример, мы выполнили следующее построение:
1. Нарисовали отрезок ВD и отметили точку О – его середину.

2. Через точку О провели произвольную прямую a.
3. Отложили отрезок ВА, где точка А лежит на прямой a, причем 
[image: image28.wmf]Ð

ВАО – тупой.

4. Отложили отрезок DС, равный отрезку ВА, с точкой С на прямой а, причем 
[image: image29.wmf]Ð

DСО – острый.

[image: image30]
В результате получили четырехугольник АВСD, у которого АВ=СD и DО=ОВ, но который не является параллелограммом. Т.е. пара 3 и 7 не дает признак параллелограмма.

4 и 7
[image: image31.png]



Пусть в четырехугольнике АВСD стороны ВС и АD равны и диагональ ВD точкой пересечения с диагональю АС делится пополам. Тогда треугольники ВСО и АОD равны по двум сторонам и тупому углу не между ними. По доказанному выше признаку АВСD – параллелограмм. Значит пара 4 и 7 дает признак параллелограмма.
5 и 6
[image: image32.png]



Пусть дан четырехугольник АВСD, в котором 
[image: image33.wmf]Ð

А=
[image: image34.wmf]Ð

С и 
[image: image35.wmf]Ð

В=
[image: image36.wmf]Ð

D. Докажем, что он является параллелограммом.

Известно, что сумма углов четырехугольника равна 3600, поэтому 
[image: image37.wmf]0
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. По признаку параллельности прямых имеем: AB||CD и BC||AD, т.е. АВСD – параллелограмм. Значит, пара 5 и 6 дает признак параллелограмма.
5 и 7
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Пусть в четырехугольнике АВСD 
[image: image40.wmf]Ð

А=
[image: image41.wmf]Ð

С и ВО=ОD. Докажем, что он является параллелограммом.
Отобразим точку А центрально-симметрично относительно точки О по прямой АС. Пусть при этом она отобразится в точку А1. Если точка А1 совпадает с точкой С, то четырехугольник АВСD является параллелограммом по известному признаку.
Предположим, что точка А1 не совпала с точкой С. Тогда четырехугольник АВА1D является параллелограммом. Значит, 
[image: image42.wmf]Ð

А=
[image: image43.wmf]Ð

А1, а с другой стороны 
[image: image44.wmf]Ð

А=
[image: image45.wmf]Ð

С по условию. Тогда 
[image: image46.wmf]Ð

С=
[image: image47.wmf]Ð

А1, чего быть не может. Мы пришли к противоречию. Следовательно, точка А1 совпадает с точкой С, т.е. АВСD – параллелограмм. Таким образом, пара 5 и 7 дает признак параллелограмма.

5 и 8
Эта пара свойств не дает признака параллелограмма. Приведем контрпример:
[image: image48.png]T




7 и 8

 Данная пара свойств дает признак параллелограмма: если в четырехугольнике диагонали точкой пересечения делятся пополам, то он является параллелограммом. Доказательство этого признака приведено в школьном учебнике, поэтому мы не будем его рассматривать.

Таким образом, из выделенных нами 14 пар свойств 10 пар задают параллелограмм. Пара 1 и 2 может рассматриваться как определение парал- лелограмма, пары 1 и 3, 3 и 4, 7 и 8  изучаются в школе. Еще шесть пар являются признаками параллелограмма, но в школе не изучаются.
Сформулируем полученные признаки:

1. Если в четырехугольнике две стороны параллельны и два противоположных угла равны, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
2. Если в четырехугольнике две стороны параллельны и одна из диагоналей точкой пересечения делится пополам, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
3. Если в четырехугольнике две противоположные стороны  и два противоположных тупых угла равны, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
4. Если в четырехугольнике одна из диагоналей точкой пересечения делится пополам и две противоположные большие стороны равны, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
5. Если в четырехугольнике противоположные углы попарно равны, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
6. Если в четырехугольнике два противоположных угла равны и одна из диагоналей, не содержащая вершин этих углов, точкой пересечения делится пополам, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
Заключение
В результате проведенного исследования нами были открыты и доказаны шесть признаков параллелограмма, которые не рассмотрены в школьных учебниках геометрии.
В процессе доказательства этих признаков мы получили еще один признак равенства треугольников: по двум сторонам и не лежащему между ними тупому углу.

Полученные в работе результаты позволят упростить решение ряда задач на доказательство.
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Приложение
Выясним, сколько можно построить треугольников с данными сторонами а и b и углом α, лежащему не между ними. Рассмотрим два случая.

1. Угол α – острый.


[image: image49]
Возьмем отрезок АВ и отложим от точки А угол α. Нужно от точки В отложить отрезок длины b, чтобы его конец лежал на стороне угла α. Но можно построить два различных таких отрезка, лежащих по разные стороны от перпендикуляра ВН: ВС и ВD.

[image: image50.png]



Таким образом, если угол α – острый, то существует два треугольника, удовлетворяющих данным условиям.
2. Угол α – тупой.

Действуя также, как в предыдущем случае, получаем, что от точки В можно лишь единственным образом отложить отрезок длины а.
 Это дает возможность сформулировать новый признак равенства треугольников: если две стороны одного треугольника равны двум сторонам другого треугольника и эти треугольники имеют по равному тупому углу, расположенному не между равными сторонами, то такие треугольники равны.[image: image51.png]
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