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Введение

Геометрия начинается с треугольника. Треугольник – это простейшая фигура и по праву носит названия “кирпичика” геометрии, так как любой многоугольник мы можем разбить на треугольники. Вот уже два с половиной тысячелетия треугольник является символом геометрии. Постоянно открываются его новые свойства. Чтобы рассказать обо всех известных свойствах треугольника, потребуется большое количество времени. Особенно интересны так называемые «Замечательные точки треугольника».

Свойства треугольника были хорошо изучены еще древними греками. В знаменитых «Началах» Евклида доказывается, что центром окружности, описанной около треугольника, является точка пересечения серединных перпендикуляров к его сторонам. Архимед, определяя положение центра тяжести однородной треугольной пластинки, установил, что он лежит на каждой из трех медиан. Точку пересечения медиан треугольника называют центром тяжести или центроидом треугольника. Позднее было доказано, что три высоты треугольника также пересекаются в одной точке, которая называется его ортоцентром. Закономерность в расположении этих трех замечательных точек треугольника впервые обнаружил знаменитый математик Леонард Эйлер (1707-1783).Точка пересечения биссектрис является центром вписанной окружности и также обладает некоторыми свойствами.

Вначале, в 1816 Крелле, а затем в 1875 году Брокаром была поставлена и решена следующая задача: в треугольнике АВС найти точку Ω так, чтобы (ΩAB=(ΩBC=(ΩCA. Точку Ω обычно называют точкой Брокара (хотя было бы правильнее точку Ω называть точкой Крелле — Брокара.). Угол φ равный каждому из углов  АВΩ, ΩBC, ΩCA, называется углом Брокара
Брокар Анри (12.05.1845 – 16.02.1922) – французский математик, специалист в области геометрии треугольника и круга. Ряд геометрических образов, связанных с треугольником и кругом, носит в настоящее время имя Брокара (круг, первый и второй треугольники, точки и углы, но только «круг Брокара» принадлежит ему самому). Брокар составил один из наиболее подробных справочников по замечательным кривым.
Точки Брокара обладают рядом интересных свойств, в частности, они переводятся друг в друга изогональным сопряжением (если в треугольнике АВС взять некоторую точку Ω и отразить прямые АР, ВР, СР относительно биссектрис углов треугольника АВС, то они пересекутся в некоторой точке Ω', которая называется изогонально сопряженной точке Ω).

Исходя из сказанного, мы выбрали следующую тему исследовательской работы: «Точки Брокара».

Актуальность исследования определяется недостаточной систематизацией знаний (материала) по заданной теме.

Объект исследования - треугольники и их свойства

Предмет исследования - точки Брокара, их свойства и практическое применение.

Цель исследования – систематизировать свойства точек Брокара и описать их практическое применение при решении задач.
Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи исследования:

1. Подобрать и проанализировать литературу по теме исследования.

2. .Систематизировать основные свойства точек Брокара

3. Описать применение свойств точек Брокара при решении практических задач.

Теоретической основой исследования явились работы  Изаака Д.Ф., Прасолова В.В, Зетеля С.И, Берже М, Выготского А.В, Бронштейна И.Н, Бородина А. И. и др.

Теоретическая значимость исследования состоит в том, что проанализированы и систематизированы основные геометрические свойства точек Брокара.

Практическая значимость работы заключается в описании практического применения свойств точек Брокара при решении задач геометрии треугольника.

.

Глава I. Теоретическое обоснование построения точек Брокара и вычисления угла Брокара
1.1. Первая точка Брокара
Брокаром в 1875 г. была поставлена следующая задача. В треугольнике АВС (рис.1) найти точку Ω так, чтобы (ΩAB=(ΩBC=(ΩCA. Точку Ω обычно называют точкой Брокара. Угол φ равный каждому из углов  АВΩ, ΩBC, ΩCA, называется углом Брокара. Однако эта задача значительно ранее, в 1816 году, была поставлена и решена Крелле и потому было бы правильнее точку Ω называть точкой Крелле — Брокара.
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рис.1

Прежде чем рассказывать о свойствах этой точки, докажем, что для любого треугольника существует ровно одна первая точка Брокара.

Построим на сторонах треугольника АВС подобные ему треугольники А1ВС, АВ1С, АВС1(рис.2). Так как (ΩСВ=(С−(ΩСА, то и равенства (ΩАС=(ΩСВ и (ΩАС=(С−(ΩСА эквивалентны. Последнее равенство можно переписать в виде (С=(ΩАС+(ΩСА=180˚−(АΩС. Для точки Ω, лежащей внутри треугольника АВС, это равенство равносильно тому, что она лежит на окружности, описанной около треугольника АВ1С. Аналогичные рассуждения для остальных углов показывают, что Ω – точка Брокара тогда и только тогда, когда она принадлежит описанным окружностям всех трех треугольников А1ВС, АВ1С, АВС1. Пусть Ω1 – точка пересечения описанных окружностей треугольников А1ВС, АВ1С, отличная от точки Ω. Тогда (АΩ1В=360˚−(АΩ1С−(СΩ1В=γ+β=180˚−(АС1В, а значит точка Ω1 лежит и на описанной окружности треугольника АВС1, то есть Ω1=Ω – точка Брокара. Соединим ее со всеми вершинами рассматриваемых треугольников. Из равенства вписанных углов, опирающихся на одну дугу, следует, что углы между полученными отрезками именно такие, как указано на рис. 2. А так как α+β+γ=180˚, отрезки АА1, ВВ1 и СС1 проходят через точку Ω.
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рис.2

Пусть задача решена и точка Ω найдена. Из треугольника BΩC имеем: BΩC = π —(ΩBC—(ΩCB = π — (ΩCA —(ΩСВ= π—С, где С — угол треугольника. Аналогично из треугольников СΩA и AΩВ получим: (СΩA= π —А, (AΩВ = π — В.
Полученные равенства дают возможность легко построить точку Ω. Построив на сторонах ВС и СА дуги, вмещающие углы π — С и π —А, найдем точку Ω, как точку пересечения построенных дуг.
Приведем еще два способа построения точки Брокара.

Первый способ (рис.3). Построим окружность, проходящую через точки А и С и касающуюся стороны АВ в точке A. Через A проведем AN||ВС. Эта прямая пересечет окружность в точке N. Точка пересечения прямой BN с окружностью есть искомая точка Ω.
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рис.3

Доказательство. Обозначим угол ΩBC через φ тогда угол ANB также равен φ. Угол ΩAВ, как составленный касательной и хордой, измеряется половиной дуги AΩ и потому равен φ.

Второй способ основан на том, что треугольник NCA (рис.3) подобен треугольнику АВС. Действительно, (NAC= (АСВ (AN || ВС). Так как (СΩA = π—А, то (ANС = A, следовательно, треугольники NCA и AВС подобны и (ACN = B. Точка N есть точка пересечения прямой AN, параллельной стороне BC и прямой СN, антипараллельной стороне АВ. Точка Брокара лежит на прямой BN. 

Здесь следует дать понятие антипараллельных прямых.

Если на стороне АВ треугольника АВС или на ее продолжении выбрать произвольную точку D и через нее провести прямую DF антипараллельную стороне ВС.

Через произвольную точку D на стороне АВ треугольника АВС, вообще говоря, можно провести две антипараллели (рис.4):DF, антипараллельную ВС, и DE, антипараллельную АС. 

[image: image4.png]



                рис.4
Так, например, если на гипотенузе прямоугольного треугольника выбрать произвольную точку и из этой точки восстановить перпендикуляр к гипотенузе, то этот перпендикуляр антипараллелен катетам. Высота прямоугольного треугольника, опущенная из вершины прямого угла, антипараллельна катетам.

Проведем из точки А прямую АР, антипараллельную ВС и прямую ВР, параллельную СА. Треугольник РАВ подобен треугольнику АВС. Точка Брокара лежит на прямой СР.
Итак, для отыскания точки Брокара достаточно произвести следующие построения. Через одну вершину треугольника, допустим А, провести параллель AN и антипараллель АР к противоположной стороне ВС. Из вершины В провести прямую ВР, параллельную стороне CA, и из вершины С – прямую CN, антипараллельную стороне AВ. Точка Брокара лежит в пересечении прямых BN и CP.
1.2.  Вторая точка Брокара. 

Прямые AΩ', ВΩ', CΩ', изогональные прямым AΩ, ВΩ, СΩ, пересекаются в точке Ω', называемой второй точкой Брокара (рис. 5). ((ВAΩ' = (СВΩ' = (AСΩ').
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рис. 5.
Для пояснения необходимо привести определение изогональных прямых.

Две прямые, проходящие через вершину угла и образующие равные углы с биссектрисой угла, называются изогональными прямыми относительно сторон этого угла. 
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рис. 6.

Докажем существование второй точки Брокара. Для этого построим вторую точку Брокара двумя способами, аналогичными способам построения первой точки Брокара.
Первый способ (рис.7). Построим окружность, проходящую через точки В и С и касающуюся стороны АВ в точке В. Через С проведем СN||ВА. Эта прямая пересечет окружность в точке N. Точка пересечения прямой BN с окружностью есть искомая точка Ω'.
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рис.7
Доказательство. Обозначим угол ΩСB через φ тогда угол СNА также равен φ. Угол ΩAС, как составленный касательной и хордой, измеряется половиной дуги AΩ и потому равен φ.

Второй способ основан на том, что треугольник NCA (рис.7) подобен треугольнику АВС. Действительно, (NAВ=(АВС(AN||ВС). Так как (СΩA = π—А, то (ANВ = A, следовательно, треугольники NВA и AВС подобны и (AВN = B. Точка N есть точка пересечения прямой AN, параллельной стороне BC и прямой ВN, антипараллельной стороне АВ. Точка Брокара лежит на прямой АN.
Итак, для отыскания второй точки Брокара достаточно произвести следующие построения. Через одну вершину треугольника, допустим А, провести параллель AN и антипараллель АΩ к противоположной стороне ВС. Из вершины В провести прямую ВР, параллельную стороне CA, и из вершины С – прямую CN, антипараллельную стороне AВ. Вторая точка Брокара лежит в пересечении прямых BN и CP.
1.3. Вычисление угла Брокара. 

Опустим перпендикуляры AF и NE на сторону ВС (рис. 3). Трапеция ADCN равнобочна (AD=CN, AF = NE) и, следовательно, FD = СЕ. Далее, BE = BF + FD + DE, но так как DE=DC+CE=FD+DC=FC, то BE = BF + FD+FC.

Разделим все члены этого равенства на NE; заметив, что
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получим: ctgφ = ctg А + ctg В + ctg С.
Следовательно, угол Брокара φ  =arcctg (ctg A + ctg В + ctgC).

Задача. Показать, что в прямоугольном треугольнике, 
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,где А — острый угол треугольника.

Решение. Из тождества ctgφ = ctg А + ctg В + ctg С имеем ctgφ = =ctgА + ctg С, так как (В=90˚, а ctg90˚=0. Отсюда
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Следовательно 
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Выводы по I главе

Брокаром в 1875 г. была поставлена следующая задача. В треугольнике АВС (рис.1) найти точку Ω так, чтобы (ΩAB=(ΩBC=(ΩCA. Точку Ω обычно называют точкой Брокара. Угол φ равный каждому из углов  АВΩ, ΩBC, ΩCA, называется углом Брокара. Однако эта задача значительно ранее, в 1816 году, была поставлена и решена Крелле и потому было бы правильнее точку Ω называть точкой Крелле — Брокара.
Для любого треугольника существует ровно одна первая и одна вторая точки Брокара.

Существует два способа построения как первой, так и второй точки Брокара.

Угол Брокара вычисляется по формуле: 

φ =arcctg (ctg A + ctg В + ctgC).

Глава II. Свойства точек Брокара и их практическое 
применение

2.1. Свойства точек Брокара 
Теперь можно начать обсуждение свойств точек Брокара. 

1).
Если через центр О описанной окружности треугольника АВС повести прямые АО, ВО и СО, то они пересекут окружность в таких точках А1, В1 и С1, что треугольники А1В1С1 и АВС равны (они симметричны относительно точки О). Точка Брокара обладает похожими свойствами.

2).
Если из центра О описанной окружности треугольника АВС опустить перпендикуляры OA', OB' и ОС' на его стороны, то точки А', В' и С' будут серединами сторон треугольника АВС, поэтому ΔABC~ΔA'B'C'. Точка Брокара Ω снова обладает похожим свойством.
3) Известно также, что φ
[image: image17.wmf]£

30°.

4) ctg Ω = ctgА + ctgВ + ctgC.
5) Углы для первой и второй точек Брокара совпадают. Если Ω и Ω', то прямые, полученные отражением прямых АΩ, ВΩ, СΩ относительно биссектрис углов А, В, С соответственно, пересекутся в точке Ω' (то есть прямые АΩ и АΩ', ВΩ и ВΩ', СΩ и СΩ' попарно изогональны). Впрочем, в этом отношении точки Брокара не исключение: для любой точки Х, не лежащей на описанной около треугольника АВС окружности, при отражении прямых АХ, ВХ, СХ относительно биссектрис соответствующих углов получаются прямые, пересекающиеся в одной точке.
Нас заинтересовал вопрос, может ли точка Ω лежать на биссектрисе, на медиане, на высоте или на двух из них. Легко убедиться в том, что если точка Ω — центр описанной окружности, или центр вписанной окружности, или ортоцентр, то треугольник АВС правильный. Рассмотрим случай, когда Ω — точка пересечения медиан.

6)
Теорема 1. Если точка Брокара Ω есть точка пересечения медиан, то треугольник АВС правильный. 

Доказательство. Так как 
[image: image18.wmf]ΔAΩD ~ ΔBAD, то AD:BD = PD:AD, 
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 и AD = DC. Тогда 
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. Если переписать последнее равенство в таком виде: 
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, то из этой пропорции следует, что треугольники DBC и DCΩ подобны. Значит, (DBC = (DCP.

Получаем: (В = (C и АВ = АС. Аналогично можно доказать, что АВ= ВС (рис. 9).

Рассмотрим теперь случай, когда точка Ω лежит на двух линиях разного названия, то есть точка Ω может быть пересечением медианы с биссектрисой, либо пересечением медианы с высотой, либо пересечением биссектрисы с высотой. Докажем, что во всех трех случаях треугольник АВС правильный.
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рис. 9.


рис.10.

7)
Теорема 2. Если точка Брокара Ω является пересечением медианы СМ с биссектрисой АЕ (рис. 10), то треугольник АВС правильный.

Доказательство. Так как ВΩ = АΩ, то отрезок ΩМ в треугольнике АВΩ служит как медианой, так и высотой. Но тогда отрезок СМ в треугольнике АВС также служит высотой и медианой, а значит и биссектрисой, следовательно, точка Ω — пересечение биссектрис, треугольник АВС правильный.

8)
Теорема 3. Если точка Брокара Ω является точкой пересечения медианы СМ с высотой BD, то треугольник АВС правильный.

Доказательство. Из подобия треугольников МBΩ и МСВ следует, что MB: МС = МΩ: MB или МВ2 = МС·МР, но по условию MB = MA, тогда MA2 = МС·МΩ и МА: МС = МΩ: МА. Следовательно, ΔAМΩ ~ ΔСМА и (MAΩ =(MCA, а значит (A = (C, АВ = ВС, Ω — точка пересечения медиан (рис. 10), т. е. треугольник АВС правильный.

9)
Теорема 4. Если точка Брокара Ω является точкой пересечения биссектрисы СМ с высотой BD (рис. 11), то треугольник АВС правильный.

Доказательство. Так как Ω — точка Брокара, то (ΩАС = (ΩCB = =(ΩBA и (ACM = (ВСМ (СМ является биссектрисой в треугольнике АВС). Отсюда следует, что (ΩАС = (ACM = (ACΩ, в треугольнике АРС стороны АΩ и ΩС равны.

В равнобедренном треугольнике АΩС высота ΩD является и медианой, то есть. AD = DC. Следовательно, высота BD в треугольнике АВС является и медианой. Точка Брокара Ω в треугольнике АВС является пересечением биссектрисы СМ с медианой BD, отсюда, по предыдущей теореме, треугольник АВС правильный.
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рис.11.

рис.12.

Выясним теперь свойства треугольника АВС, когда точка Ω лежит на одной из указанных линий.

Задача. Известно, что точка Брокара Ω лежит на медиане СМ в треугольнике АВС. Найти зависимость между сторонами треугольника. 

Решение. Строим параллелограмм АЕВС (рис. 13). Так как АМ = МВ, то М — точка пересечения диагоналей. Но тогда (AEC = (AEΩ = (BCE= =(BCΩ = φ = (ABΩ, (AEΩ =(ABΩ. Из этого равенства делаем вывод, что четырехугольник АЕВΩ является вписанным. Но тогда (ΩEB=(ΩAB=(CEB. По свойству диагоналей параллелограмма имеем: (ECA = (MCA = (CEB = (ΩEB.

Вернувшись к треугольнику АВС, видим, что (A = (С и АВ = ВС. Можно доказать, что АВ = ВС, применяя теорему синусов к треугольникам МВΩ и MAΩ и формулу ctg Ω = ctgА + ctgВ + ctgC..

Докажем обратную теорему.

10)
Теорема 5. Если треугольник АВС равнобедренный, АВ = ВС, то точка Брокара Ω лежит на медиане СМ.

Доказательство. Точка Ω лежит на прямой СМ. Докажем, что СМ — медиана. Проведем BE || АС, и пусть прямая СМ пересечет BE в точке Е. Тогда (BEC = (BEΩ = (ACE = (ACM. Так как (A = (C, то (BAP = =(A − φ = (C− φ = ( ACM = (ACE и ( BAΩ = (BE Ω, то есть четырехугольник АРВЕ вписанный.

(ABΩ = (AEΩ = φ и (ΩCB = (МСВ = φ.

Следовательно, (АЕΩ = (AЕС = (МСВ = (ECB, значит АЕ||СВ и АЕВС — параллелограмм, а М — точка пересечения его диагоналей, AM = =MB и СМ — медиана.

Итак, точка Ω лежит на медиане СМ треугольника АВС тогда, и только тогда, когда АВ=ВС.

2.2. Использование свойств точек Брокара при решении задач.

Задача. Известно, что точка Брокара Ω лежит на медиане СМ треугольника АВС и (B = 2 ·(A. Найти углы треугольника. (Ответ: (A= =(C = 45°, (B =90°).
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рис. 13.


рис.14.

Задача. Докажите, что существуют два треугольника АВС, в которых (B = φ, где 60°< φ <90°, ВС = а и точка Ω лежит на высоте CD.

Решение. Построим прямоугольный треугольник BCD: BC=a,(B=φ, (D = 90°. Тогда возьмем (BCD = φ, где φ < 30°. Построим на стороне CD точку Ω так, чтобы (DBΩ = φ. Дальше продолжим ВΩ до пересечения в точке О с перпендикуляром к ВС, построенным в точке С. (DΩB = =(СΩО= 90° − φ (как вертикальные углы), (ОСΩ = 90° − φ. Из этих равенств следует (CΩO = (ОСΩ = 90°− φ, ОΩ = ОС. Дальше строим окружность ω с центром в точке О и радиусом ОС.

Докажем, что луч BD пересечет окружность ω в двух точках (рис. ...). Проведем касательную ВТ к окружности, луч ВС тоже касается данной окружности. Следовательно, вспоминая теорему о вписанной в треугольник окружности, получаем (ΩBT = (ΩBC = (B − φ, но (B>60°, а φ <30°, поэтому (B − φ > 0°. Это и означает, что луч BD лежит внутри угла ΩВТ и поэтому пересечет окружность в двух точках. Обозначим их через А1 и А. Каждый из двух углов ΩА1С и ΩАС измеряется половиной дуги СР. В треугольнике ОВС угол ВОС измеряется дугой СР, (B0C = 90° −(B+φ =φ+φ. Отсюда следует (BA1C = (ΩAC = φ. Оба треугольника АВС и А1ВС удовлетворяют условию задачи.

Заметим, что эти треугольники подобны между собой.

Задача. В треугольнике АВС 
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 и точка Брокара Ω лежит на высоте CD. Найдите отношение 
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Решение. В прямоугольном треугольнике DCB tgB = ctg φ, поэтому, воспользовавшись формулой ctg Ω = ctgА + ctgВ + ctgC. и подставив в нее это равенство, получаем: tgB − ctgB = tgA + ctgC. Выполним преобразования:
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где 2sinAsinC = cos(C−A) −cos(A+C). Подставив в формулу это значение, получаем:
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Подставив значения косинуса угла В, получим:
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Учитывая, что
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В первом случае: 
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Во вором случае: 
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Нас заинтересовали углы (А−φ=α, (В−φ=β, (С−φ=γ, где φ=(ΩАС=(ΩВА=(ΩСВ.

Как было отмечено в начале, φ≤30˚,и поэтому α + β + γ = (А=(В=(С≥90˚. Из неравенства также следует, что φ=30˚ только в правильном треугольнике.

Известно, если х, у, z положительны и x+y+z=90˚,то 
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, причем равенство наступает только при х = у = z.
Из сказанного следует, что неравенство 
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 выполняется иногда и тогда, когда х + у + z > 90°. Другими словами, условие x + y + z = 90° является достаточным для выполнения указанного неравенства, но не необходимым.

Мы сейчас покажем, что 
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Задача 9. Доказать, что если в треугольнике ABC построена точка Брокара Ω, (ΩAC = (ΩBA = (ΩCB = φ, то 
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, где α=(А−φ, β=(В−φ, γ= (С−φ.

Решение. Применим теорему синусов к треугольникам АΩВ, ВΩС, СΩА: 
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Из этих равенств следует: sinα∙sinβ∙sinγ = sin3φ и, так как 
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. Равенство имеет место только при α = β = γ = 30°, треугольник ABC правильный.

Дадим теперь прямое доказательство того, что если φ = 30°, то треугольник правильный.

Задача 10. Доказать, что если в треугольнике АВС φ = 30°, то треугольник правильный.

Решение. Если φ = 30°, то α+β+γ = 90°. По доказанному sin∙sinβ∙sinγ= = sin3φ, в данном случае 
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  Поэтому α = β = γ =30°, (A = (B = (C = 60°.

Выводы по II главе

У точек Брокара много свойств, которые присущи не только им. Среди них такие как:

· прямые АО, ВО и СО, проведенные через центр О описанной окружности треугольника АВС , пересекают окружность в таких точках А1, В1 и С1, что треугольники А1В1С1 и АВС равны;

· для перпендикуляров OA', OB' и ОС' , опущенных из центра О описанной окружности треугольника АВС  на его стороны, точки А', В' и С' будут серединами сторон треугольника АВС, поэтому ΔABC~ΔA'B'C'; углы для первой и второй точек Брокара совпадают.

· для точек Брокара Ω и Ω' прямые, полученные отражением прямых АΩ, ВΩ, СΩ относительно биссектрис углов А, В, С соответственно, пересекутся в точке Ω'. 

Но есть и такие, которые свойственны только точкам Брокара, например φ
[image: image43.wmf]£

30° и ctg Ω = ctgА + ctgВ + ctgC.

Но особый интерес представляют теоремы о взаимном расположении точек Брокара с медианами, биссектрисами и высотами треугольника: если точка Брокара Ω есть точка пересечения медиан, то треугольник АВС правильный; если точка Брокара Ω является пересечением медианы СМ с биссектрисой АЕ, то треугольник АВС правильный; если точка Брокара Ω является точкой пересечения медианы СМ с высотой BD, то треугольник АВС правильный; если точка Брокара Ω является точкой пересечения биссектрисы СМ с высотой BD, то треугольник АВС правильный.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Треугольник – это символ, простейшая фигура, “кирпичик” геометрии, так как любой многоугольник мы можем разбить на треугольники. Постоянно открываются его новые свойства. Особый интерес представляют так называемые «Замечательные точки треугольника».

В начале, в 1816 Крелле, а затем в 1875 году Брокаром была поставлена и решена следующая задача: в треугольнике АВС найти точку Ω так, чтобы (ΩAB=(ΩBC=(ΩCA. Точку Ω обычно называют точкой Брокара (хотя было бы правильнее точку Ω называть точкой Крелле — Брокара.). Угол φ равный каждому из углов  АВΩ, ΩBC, ΩCA, называется углом Брокара. Точки Брокара обладают рядом интересных свойств, в частности, они переводятся друг в друга изогональным сопряжением. 

Для любого треугольника существует ровно одна первая и одна вторая точки Брокара. Существует два способа построения как первой, так и второй точки Брокара. В нашей работе представлены доказательства этих утверждний.

Угол Брокара вычисляется по формуле: 

φ  =arcctg (ctg A + ctg В + ctgC).

У точек Брокара много свойств, которые присущи не только им. Среди них такие как: «если через центр О описанной окружности треугольника АВС повести прямые АО, ВО и СО, то они пересекут окружность в таких точках А1, В1 и С1, что треугольники А1В1С1 и АВС равны»; «если из центра О описанной окружности треугольника АВС опустить перпендикуляры OA', OB' и ОС' на его стороны, то точки А', В' и С' будут серединами сторон треугольника АВС, поэтому ΔABC~ΔA'B'C'; углы для первой и второй точек Брокара совпадают»; «если Ω и Ω', то прямые, полученные отражением прямых АΩ, ВΩ, СΩ относительно биссектрис углов А, В, С соответственно, пересекутся в точке Ω'».
Но есть и такие, которые свойственны только точкам Брокара, например φ
[image: image44.wmf]£

30° и ctg Ω = ctgА + ctgВ + ctgC.

Но особый интерес представляют теоремы о взаимном расположении точек Брокара с медианами, биссектрисами и высотами треугольника:

· если точка Брокара Ω есть точка пересечения медиан, то треугольник АВС правильный;

· если точка Брокара Ω является пересечением медианы СМ с биссектрисой АЕ, то треугольник АВС правильный;

· если точка Брокара Ω является точкой пересечения медианы СМ с высотой BD, то треугольник АВС правильный;

· если точка Брокара Ω является точкой пересечения биссектрисы СМ с высотой BD, то треугольник АВС правильный.

В нашей работе проведены доказательства всех этих утверждений, позволяющих использовать точки Брокара и их свойства при решении практических геометрических задач.

Таким образом, можно сделать вывод, что в целом задачи решены, а цель нашего исследования, - систематизировать свойства точек Брокара и описать их практическое применение при решении задач - достигнута.
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